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Resumen.

El trabajo presenta un resumen de las bases tedrico-conceptuales de las vibraciones
mecanicas, destacando su clasificacién segun diferentes criterios y los principios de la
modelacion matematica de los fendmenos vibratorios. Dentro de la modelacion matematica
se remarcan las formas de obtencion y solucién de las ecuaciones gobernantes para
sistemas de uno y varios grados de libertad. También se explican las bases del método de
elementos finitos y su aplicacién a la solucion numérica aproximada de problemas de
vibraciones mecanicas de sistemas continuos. Se presenta el elemento tetraédrico lineal
como uno de los mas comunes en la discretizacion de dominios tridimensionales sélidos y
se muestran las ecuaciones para el célculo de las matrices de masa y rigidez de este tipo de
elemento.
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1. Introduccion.

Las vibraciones son un fenomeno indeseado, pero inevitable, que se produce en todos los
elementos de méaquinas como consecuencia de la combinacion de sus propiedades elésticas
e inerciales (Hong et al., 2008).

Ninguna estructura es absolutamente rigida por lo que toda fuerza actuante dara lugar a
pequefios desplazamientos, siendo la vibracion la reaccién de un sistema a una excitacion o
una fuerza externa o interna aplicada al mismo. En una maquina, cuando es indeseada,
suele tener su origen en los problemas mecanicos que pueda presentar la misma.

Dentro de los problemas mas comunes que generan vibraciones en las maquinas tenemos
el desbalance, desalineamiento, ejes flexados, engranajes gastados o dafiados y las correas
0 cadenas en mal estado

Otras de las causas que también generan vibraciones en las maquinas son los rodamientos
deteriorados, las fuerzas electromagnéticas, hidraulicas y aerodindmicas, los aflojamientos,
rozamientos y resonancias

Los fendmenos vibratorios provocan, ademas de otros efectos negativos, desgaste y fatiga
mecanica, ambos muy perjudiciales para el buen funcionamiento de las méaquinas y
aparatos (Vlahopoulos et al., 1999).

Las vibraciones se miden para verificar que las amplitudes no excedan determinados
limites, para evitar resonancias, para poder amortiguar o aislar las fuentes de vibraciones,
para establecer programas de mantenimiento segin condicién y para construir o verificar
modelos de las estructuras.

Por lo tanto, es muy importante determinar las caracteristicas vibratorias de las maquinas
con vistas a evaluar su estado técnico y planificar su mantenimiento. No obstante, la
determinacion analitica de estas caracteristicas suele ser sumamente compleja, volviéndose
impracticable para elementos de maquinas reales (Gupta et al., 2006; Bao et al., 2011).

Como solucién a esta dificultad, se han propuesto diversas técnicas numeéricas, de las
cuales la mas destacada es el método de elementos finitos, del cual se han reportado
numerosas aplicaciones en el calculo de vibraciones (Kelly, 2000).

El uso de los elementos finitos ha alcanzado una gran difusion dentro de diversas ramas de
la ingenieria, ya que permiten resolver problemas de alta complejidad que, de otra forma
serian insolubles

El siguiente texto se resumen los principios de la modelacion de vibraciones mecéanicas y
de la aplicacion del méetodo de elementos finitos a esta rama.

2. Fundamento de las vibraciones mecanicas.



La teoria de las vibraciones es una rama muy amplia de la fisica moderna que abarca un
gran numero de problemas de la mecéanica. Tiene particular importancia en la solucion de
los problemas aplicados que se presenta en la préctica de ingenieria (Neise y Arnold 2001).

De alguna forma a través de los afios, ya sea por contacto directo o con el empleo de algun
dispositivo de caracter subjetivo, los operadores de las maquinas han empleado técnicas de
verificacion audible para comprobar si el funcionamiento de su maquina es normal o no; de
aqui que tradicionalmente las vibraciones hayan sido utilizadas como un indicador del
estado técnico de las maquina.

El primer analizador de vibraciones fue el cerebro humano, combinando con los sentidos
del oido y el tacto. Todavia esta forma de proceder ofrece buenos resultados cuando el
sujeto estd bien entrenado. No obstante, han sido desarrollados diferentes métodos
mecanicos Yy electrénicos con el proposito de aumentar la eficacia del método.

En su forma més sencilla una vibracion se puede considerar como la oscilacion o el
movimiento repetido de un objeto alrededor de una posicion de equilibrio. Esta posicion de
equilibrio es la que ocupard el cuerpo cuando la fuerza que actla sobre él sea cero, 0 sea,
en ausencia de perturbaciones exteriores (Kelly, 2000).

Para su uso practico, el movimiento fisico de una maquina, se interpreta como una
vibracion cuyas frecuencias y amplitudes tienen que ser cuantificadas a través de un
dispositivo, que convierta estas en un producto que pueda ser medido y analizado
posteriormente (Neise y Arnold 2001).

El tipo més sencillo de vibracion mecéanica es la llamada oscilacion armonica, que puede
describirse a través de una ecuacion del tipo:

X(t) = x,, cos(awt + @), 1)
donde x(t) es la posicion del cuerpo en un instante t dado, Xy, es la amplitud de la vibracion,
o es la frecuencia angular del movimiento y ¢ es el llamado desfasaje. Otros parametros

interesantes relacionados con una oscilacion arménica son la frecuencia, definida como la
cantidad de ciclos que se realizan en una unidad de tiempo, f:

f=2, B

T=T=—. (3)

La velocidad, v(t), y la aceleracion, a(t), en la oscilacién armdnica se calculan derivando la
ecuacion (1):

V(t) = X(t) = —x_osin(ot + @) , (4a)



a(t) = X(t) = —x, @’ cos(at + §) . (4b)

El comportamiento en el tiempo de la posicion, la velocidad y la aceleracion de una
oscilacion armdnica puede representarse graficamente tal como se muestra en la Fig. 1.
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Figura 1 Representacion grafica del movimiento armonico.

Desde el punto de vista de las caracteristicas del movimiento, las vibraciones pueden ser
clasificadas como armdnicas, periddicas o estocasticas.

La vibracion armoénica (ver Fig. 2), tal como se vio en la seccion anterior, constituye la
forma méas simple de oscilacion. Puede ser descrita por una curva sinusoide, y es
usualmente generada en sistemas lineales debido a la presencia de algin problema
potencial, tal como desbalance.

x(t)
A

Figura 2 Vibracion arménica.



La vibracion periddica (ver Fig. 3) es un movimiento que se repite periédicamente pero
que no tiene caracteristicas armdnicas. Por ejemplo la vibracion causada un problema en
una transmision dentada.
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Figura 3 Vibracion periddica.

La vibracion estocastica (ver Fig. 4) ocurre en forma erratica y tiene contenido de
frecuencia en toda la banda analizada. Se produce cuando las causas de la vibracion no son
conocidas de manera determinista. Un ejemplo de este tipo es la vibracién de una
estructura bajo la accion del viento.
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Figura 4 Vibracion estocastica.

Otra clasificacion de las vibraciones puede llevarse a cabo teniendo en cuenta la causa del
movimiento. Segun este criterio, las vibraciones pueden ser libres 6 forzadas.

La vibracion libre ocurre en ausencia de una fuerza externa continuada, 0 sea, ocurre
solamente una excitacion inicial o instantinea. Esta excitacion inicial viene dada,



generalmente, por un desplazamiento del sistema fuera de su posicion de equilibrio. Un
ejemplo de este tipo de vibracion es una pieza que oscila luego de recibir un golpe.

Por el contrario, la vibracion forzada ocurre en presencia de una excitacion externa
constante. Este tipo de vibracion puede verse, por ejemplo, en un motor que vibra bajo la
accion de un desbalance en alguna de sus partes rotatorias.

Las vibraciones también clasificarse como no amortiguadas y amortiguadas. La vibracién
no amortiguada ocurre cuando no se disipa energia mecanica durante el movimiento, por lo
cual éste continua infinitamente.

La vibracion amortiguada, en cambio, se produce cuando parte de la energia mecanica del
sistema se disipa durante el movimiento, por lo cual su amplitud va disminuyendo con el
tiempo.

Aunque, en la practica todas las vibraciones mecéanicas son amortiguadas, muchos casos
pueden aproximarse adecuadamente como vibraciones no amortiguadas, ya que la energia
disipada es tan pequefia que puede despreciarse sin afectar la precision de los resultados.

2. Vibraciones mecénicas con uno y mas grados de libertad

Un concepto importante en analisis de las vibraciones mecéanicas es el de grados de
libertad. EI nimero de grados de libertad que un sistema posee es igual al nUmero de
coordenadas independientes necesarias para describir el movimiento del sistema, todo
sistema real tiene infinitos grados de libertad, aunque a veces es suficiente una
representacion sencilla, incluso con un solo grado de libertad.

Un ejemplo de un sistema con un solo grado de libertad es el de un péndulo fisica, donde
una masa cuelga de una barra inextensible y ligera (Fig. 5). En este sistema, la posicion
puede ser descrita completamente por una Unica coordenada, por ejemplo, el a&ngulo que
forma la barra con la vertical.

Figura 5 Sistema con un grado de libertad.

Un ejemplo de un sistema que puede modelarse con dos grados de libertad es un automovil
(Fig. 6), en el cual se consideran que todas sus partes son perfectamente rigidas si se
comparan con los sistemas de amortiguamiento de sus ejes delantero y trasero. En este



caso, como coordenadas pueden tomarse los desplazamientos de dichos ejes de sus
respectivas posiciones de equilibrio.
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Figura 6 Sistema con dos grados de libertad.

Finalmente, una barra flexible (Fig. 7), de masa no despreciable y empotrada en uno de sus
extremos, puede considerarse como un sistema como infinitos grados de libertad, ya que su
posicion no puede ser conocida sin saber, a su vez, la posicién de cada uno de sus puntos.

Figura 7 Sistema con infinitos grados de libertad.

Se conoce como modelo a un dispositivo simbdlico que permite representar ciertas
caracteristicas de un sistema real y sus relaciones con otras caracteristicas del propio
sistema o del entorno.

La modelacion de las vibraciones en un sistema mecanico se lleva a cabo en cuatro pasos
fundamentales. El primero es la modelacion matematica, que consiste en representar toda
la informacién importante del sistema, descartando toda aquella que no tiene una
influencia significativa en los resultados. Por ejemplo, un motor de masa M, girando a una
frecuencia @ y con un desbalance de masa me y excentricidad e, que se encuentra situado
en el extremo de una barra de masa m, con un momento de inercia de su seccion
transversal igual a | y un material con moédulo de elasticidad, E (Fig. 8), puede ser
modelado mateméticamente a través de un sistema masa-resorte tal como se muestra en la
Fig. 9.
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Figura 1.8 Sistema real.

keq = 3EI/L3

W Meq =M+ 0.23m

x F(f) = mea’coswt

Figura 8 Modelo matematico.

El paso siguiente, es la obtencion de las ecuaciones gobernantes del sistema, que son
aquellas que describen el movimiento mecanico de la misma segun las leyes de la
dindmica. Estas expresiones son ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas
parciales y pueden obtenerse aplicando directamente la segunda ley de Newton o el
principio de Lagrange. En el ejemplo anterior, la ecuacion gobernante toma la forma:

(M +0,23m)X +3% X =m.ew’ cos at . (5)

Una vez obtenida la ecuacion gobernante, se procede a su solucién. Si es posible, esto se
lleva a cabo por métodos analiticos, pero para sistemas complejos, especialmente para
aquellos con infinitos grados de libertad, esto es totalmente imposible, por lo que se hace
necesario aplicar técnicas numeéricas para obtener soluciones aproximadas.

En el ejemplo anterior, la solucion exacta de la respuesta del sistema puede calcularse
analiticamente, dando como resultado la expresion:

2
m,ew

(M +0,23m)@’

X(t) = 3E] coswt . (6)

e

El Gltimo paso, es el andlisis los resultados, para obtener toda la informacidn posible de la
solucion calculada. De gran ayuda es, usualmente, la representacion grafica de esta
solucién (Fig. 10).
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Figura 10 Representacion grafica de la respuesta del sistema.
Para un sistema lineal con un solo grado de libertad, la ecuacion gobernante toma la forma:
mX +cX +kx = F(t), (7)

lo cual es una ecuacion diferencial ordinaria no homogénea de segundo orden y primer
grado. En la misma, x es el desplazamiento; t, el tiempo; m, la masa; k, la rigidez; c, la
constante de amortiguamiento y F(t) la fuerza de excitacion externa.

Sin embargo, en sistemas con varios grados de libertad, se tiene un sistema de ecuaciones
gobernantes de la forma:

[MIKG+[CHXG+[KI{X} ={F}XD), (8)

donde [M], [C] y [K] son matrices cuadradas, cuya dimension coincide con los grados de
libertad del sistema, que representan, respectivamente, la masa, la rigidez y el
amortiguamiento del sistema; {x} es el vector de los desplazamientos y {F} el vector de
las fuerza excitatrices externas.

En los sistemas continuos, también llamados sistemas de parametros distribuidos, existe un
namero infinito de grados de libertad (Kelly, 2000). Las vibraciones de un sistema
continuo son regidas por ecuaciones diferenciales parciales.

Las coordenadas espaciales son usadas para describir la distribucion de la inercia cuando el
sistema esta en equilibrio. Todo sistema es en realidad un sistema continuo.

El movimiento vibratorio de un sistema continuo puede describirse segun el principio de
Hamilton:
t
.[[5(T—U)+6Wnc]dt=0, 9)
4
donde T es la energia cinética del sistema; U, su energia potencial y Wy, el trabajo de las
fuerzas no conservativas que actdan sobre él.

Como tanto las energias cinéticas y potencial como el trabajo de las fuerzas no
conservativas son funciones de las coordenadas y del tiempo, la expresion 9 es una
ecuacién diferencial en derivadas parciales, que solo tiene solucién analitica para un
numero limitado de casos relativamente sencillos.

3. Método de elementos finitos para el analisis de las vibraciones mecanicas

El método de elementos finitos (finite element method, FEM) es una técnica numeérica de
solucion aproximada de sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, que



resulta especialmente conveniente para la solucion de este tipo de sistemas definidos sobre
dominios especiales complejos.

La base del FEM es dividir todo el dominio continuo sobre el que estan definidas las
ecuaciones diferenciales a resolver, en un nimero finito (aunque usualmente grande) de
elementos. Asi el sistema de infinitos grados de libertad se transforma en otro con un
numero finito de grados de libertad. Esto hace que la ecuacion diferencial pueda ser
sustituida por un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, cuya solucion puede llevarse a
cabo por métodos numeéricos convencionales.

El método de elementos finitos tiene mas precision en los modos mas bajos y se
incrementa a medida que aumenta el nimero de elementos del modelo pero genera una
cantidad de ecuaciones tal que obliga el uso de la computacion para resolver el problema.
(Cook, 1994)

El método de elemento finito es utilizado como un método de aproximacion discreta para
resolver problemas de vibraciones que deben ser tratados como un sistema continuo con
una precision aceptable (Neise y Arnold 2001).

Este abarca tanto el andlisis de estructuras continuas como aquellas con un nimero de
elementos conectados cada uno con el otro por condiciones de modeladas como un grupo
de estructuras simples.

La principal ventaja de este método es su generalidad, este puede ser usado para calcular la
frecuencia natural y los modos de estado de un sistema lineal elastico, sin embargo
requiere de elevados recursos computacionales para resolver problemas reales con una
precision aceptable (Cook, 1994).

En general, la aplicacion del FEM a un problema de vibraciones mecénicas no
amortiguadas conduce a un sistema de ecuaciones de la forma:

[MIEG+[KIDG={F}(1), (10a)

donde el calculo de los valores propios y los vectores propios de la matriz [M] *[K] permite
conocer los modos principales de vibracion del sistema y sus respectivas frecuencias
principales.

La solucion de la expresion:

{U}= (- [M]+[K]){F}, (10b)

por su parte, permite calcular la amplitud de los desplazamientos provocados por la fuerza
excitatriz.

En el método de elementos finitos, las matrices de masa [M] y de rigidez [K] globales, se
calculan a partir del ensamblaje de las matrices de masa y rigidez de cada uno de los
elementos en que se divide el sistema [m]®, [k]©.

-10 -
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Figura 11. Elemento tetraédrico lineal

Las mismas, pueden determinarse a partir de las expresiones:

[mI® = | AINT'[NJIQ®; (112)
k]9 = [ [BI'[PI[BJ4Q" . (11b)

Donde [N] es la matriz de funciones de forma; [B] la matriz de deformacion-
desplazamientos; y [D] la matriz de elasticidad (Petyt, 1990).

Para la modelacion de cuerpos solidos tridimensionales, se emplea ampliamente el
elemento tetraédrico lineal (T4), que estd formado por cuatro nodos (Pi, P2, Ps y Py),
distribuidos en el espacio de forma tal que no yazcan en un mismo plano (ver Fig. 11).

La matriz de rigidez, [K] de este tipo de elemento esta dada por la expresion (Petyt, 1990):
[k]1=V[B]'[DI[BI; (12)

donde V es el volumen del elemento, que puede calculase a partir de las coordenadas de
sus nodos (X, i, z), i=1... 4:

Xl yl Z1

V _ = X2 y2 22 1 (13)
X3 y3 23
X4 y4 Z4

y [B] es la matriz de deformacién-desplazamiento, que para el tipo de elemento
considerado toma la forma:

-11 -



la, 0 O a, 0 0]
0 a; O 0 a, O
0 O 0 0 a
[B]= e “ . (14)
6V a13 a12 0 a43 a‘42 0
a14 0 a12 a44 O a'42
L 0 A, a13 0 ay, a43_
en la cual, los coeficientes a;j, son los correspondientes cofactores de la matriz:
' x yn oz
1 x z
2 y2 2 (15)
1% ¥ 7
1 X4 y4 24

Por su parte, [D] es la matriz de elasticidad que, para materiales homogéneos e isotropicos,
estd dada por la ecuacién (Shabana, 2008):

(A+2u A A 0 0 0
A A+2u A 0 0 O
e I
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u]

en la cual, los coeficientes de Lamé, 4y w, pueden calcularse a partir de las conocidas
propiedades médulo de elasticidad lineal (mddulo de Young), E, y coeficiente de Poisson,
V.

. vE _E
T we)a—2v) YT 200

(17a-b)

La matriz de masa, [m], para el elemento tetraédrico lineal, se determina mediante la
ecuacion (Petyt, 1990):

-12-



200100100100
020010010010
002001001001
100200100100
010020010010

V|0 01002001001

[m]:/;_o100100200100; (18)
0100100200710
001001002001
100100100200
010010010020

00100100100 2

donde p es la densidad de masa del material.

4. Conclusiones.

Como se ha podido ver, la modelacion de vibraciones mecanicas de sistemas continuos
involucra ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, lo cual hace que la obtencion de
soluciones exactas a traves de técnicas analiticas sea solo posible en un reducido grupo de
casos.

El método de elementos finitos, por su parte, es la técnica numérica mas utilizada en la
modelacién y simulacion de vibraciones, y ha mostrado ser eficiente en la obtencién de
soluciones aproximadas en una gran variedad de problemas practicos.
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